Faculté des Sciences a Luminy Cours sur les Structures de Données
Université d’'Aix-Marseille Henri Garreta

1. Structures linéaires

1.1. Tableaux

La caractéristique fondamentale d’une structuréglire est I'existence d’'une fonctisnccesseuqui a chaque élément
de la structure — sauf éventuellement un élémeritcpber, le dernier— fait correspondre un autre élément de la
structure.

Par exemple, un tableau est une structure de dsira&ee sur la disposition contigué d’un certambre d’'éléments
ayant le méme type. Homogénéité et contiguité mengessible lacces index@ux éléments ; il en découle que, dans
un tableadr, le successeur naturel de I'élém@&nest I'élémenfl,;. Un tableau est donc naturellement une structure
linéaire.

Figure 1 - Tableau
Les opérations les plus fréquentes sur les stresfiréaires sont :
« l'accésa un élément particulier (le premier élément, denier, lei ™9,
* leparcoursde la structure dans I'ordre déterminé par laioncsuccesseur

Par exemple, vous avez déja écrit d'innombrablesléoparcours d’'un tableauden éléments :
for(i=0;i<n;i++)
« effectuer une certaine opération a¥g¢ »

1.2. Listes chainées

1.2.1. Notion

Dans un tableau, la relation successeur est irtmlielle découle de la contiguité des composaiitass une liste
chainée, au contraire, la relation successeurxefitiée : a chaque élément est accolée une infoomaupplémentaire
qui renvoie a son successeur, lequel n'a donc gsaitbd'étre contigu, ni méme voisin.

premier

pa B B -

Figure 2 - Liste chainée

La notion de liste chainée n’est pas liée a unei@narconcréte de matérialiser la relation successsependant, si le
langage utilisé le permet, on choisit généralerd&gsocier deux principes :

» les éléments sont référencés par leurs adreasedalmémoire,
» chaque élément est alloué dynamiquement, au mosdehcommence a étre utile.
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Chapitre 1 Listes chainées

Ce qui, en C, donne les déclarations :
typedef ... OBJET; /* dépend du probléme particulie r considéré */

typedef struct maillon {
OBJET info;
struct maillon *suiv;

} MAILLON, *POINTEUR;

POINTEUR premier;
A retenir, trois points clés des listes chainées :
e Chaque élément de la liste est formén¢l& champs :
- nchamps constituant I'information portée par lelloaj dépendante du probléme particulier considéré,
- un champ supplémentaire qui est la matérialisali®la relatiorsuccesseur
e Le dernier élément est signalé par une valeuveationnelle du champ successeur (8XULL).

» On accede a la liste par 'adresse de son pregtéenent.

1.2.2. Insertion a la suite d’'un élément donné

A titre de modeéle, examinons I'opération la pluadamentale et fréquente dans le traitement dess Ichainées : la
création d’'un maillon portant une certaine valéuet son insertion dans une liste, a la suite d'waillan donné.
Supposons qup ait pour valeur I'adresse de ce maillon (ne chemshpas ici & savoir commepi été déterminé). La
séguence a exécuter est :

[* état initial: fig. 3 (a) */

g = malloc(sizeof(MAILLON));  /* résultat:  fig. 3 (b) */
g->info = X; I* résultat:  fig. 3 (c) */

g->suiv = p->suiv; /¥ résultat:  fig. 3 (d) */
p->suiv = q; I* résultat:  fig. 3 (e) */
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Figure 3 (a)
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ql—._lﬁ X
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Figure 3 (c)
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Figure 3 (d)
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Figure 3 (e)

1.2.3. Utilisation d'un allocateur particularisé

Deux opérations se présentent trés souvent enseniibliocation dynamique d’une structure pointdagpel de
mallog) et le remplissage des champs de la structuré @i@ée. Il est clair et pratique de les réuniruee fonction
spécifique, une sorte de version personnaliséealec:

POINTEUR maillon(OBJET info, POINTEUR suiv) {
POINTEUR p = malloc(sizeof(MAILLON));
assert(p '= NULL);
p->info = info;
p->suiv = suiv;
return p;

}

Cette fonction dépend étroitement de la structuiisée (ses arguments formels en reproduisent temsmt les
champs), mais elle est indépendante de l'usagenaerofait dans une application. Dans la suite, abdqis qu’'une
structure sera déclarée, nous supposerons quewons écrit I'allocateur correspondant.

Avec un tel allocateur, les quatre lignes de lagpagcédente s’écrivent bien plus simplement :

p->suiv = maillon(X, p->suiv);
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Chapitre 1 Listes chainées

1.2.4. Faut-il utiliser un tableau ou une liste cha Tnée ?

Cette question se pose au programmeur dans de eoselsr applications. Lorsque le choix est possitibedoit
considérer les points suivants.

Avantages des tableaux par rapport aux listes :

« Accés indexé « direct £'est la définition méme des tableaux : I'accés d°élément se fait en un temps indé-
pendant de, alors que dans une liste chainée ce temps datfdenek x i (car il faut exécuterrfois I'opération

p =p-SuiV).

» Pas de surencombrememia relationsuccesseuétant implicite (définie par la contiguité des qmsantes), il
n'y a pas besoin d’espace supplémentaire pour adage. Alors que dans une liste chainée I'encombmenhe
chaque maillon est augmenté de la taille du poirgeivant.

Avantages des listes par rapport aux tableaux :

» Efficacité et souplesse dans la définition de lm@tien successeurCette relation étant explicite, on peut la
modifier aisément (les maillons des listes chaipé&esent étre réarrangés sans avoir a déplaceféemations
portées). Autre aspect de la méme propriété : unend@aillon peut appartenir a plusieurs listes§d.5).

» Encombrement total selon le besasnon utilise, comme dans les exemples précédiaitecation dynamique
des maillons. Le nombre de maillons d'une listeegpond au nombre d’éléments effectivement préselus
gue 'encombrement d’un tableau est fixé d’avartaeastant.

NOTE. Une conséquence de I'encombrement constant diieadu est le risque de saturation : I'insertiaimdélément
échoue parce que toutes les cases du tableau &ganbatupées. Bien sdr, ce risque existe aussildates des listes
chainées (il se manifeste par I'’échec de la fonatiallod), mais il correspond alors a la saturation de éanamire de
l'ordinateur ; c’est un événement grave mais raters que le débordement des tableaux est beauglospfréquent,
car il ne traduit qu’une erreur d’appréciation dephrt du programmeur (si le tableau est statiquaje I'utilisateur (si
le tableau est dynamique).

1.2.5. Le parcours des listes, NULL et le coup de | a sentinelle

Le parcours des listes est une opération qui refiéqguemment dans les applications. Par exemplpatcours d’une
liste & la recherche d’un maillon portant une infationx donnée alors qu’'on n’est pas sdr qu’'un tel maitarste,
peut se programmer ainsi :

POINTEUR trouver(OBJET x, POINTEUR p) {/*rend p t el que p->info == x ou NULL */
while (p != NULL && p->info != x)
p = p->suiv;
return p;
}

Supposons avoir a écrire un programme ou cetteatipgrest critique (autrement les considératiomngasiies sont sans
intérét). Nous devons essayer de rendre la bovltle ci-dessus, qui est déja trés simple, encore nwigseuse.

C’est le moment de nous rappeler que la seule téaistcque deNULL que nous utilisons est le fait d’étre une adresse
conventionnelle distincte de toutes les autres sagéie manipulées. Par conséquent, n'importe quétlesse pourra
jouer le réle deNULL, a la condition qu’elle ait fait I'objet d’'une ceention préalable, connue et suivie par la parie d
notre programme qui a construit la liste. Par edemjadressedNULLBISd’un maillon créé par nos soins :

MAILLON laFinDeToutesLesListes;
#define NULLBIS (&laFinDeToutesLesListes)

Il est clair qu'un programme correct (ne contenaag initialement les deux noms ci-dessus) danslemua ensuite
ajouté les deux lignes précédentes, puis remplac@&ligLLBIS chaque occurrence d¢ULL, est encore correct. Par
exemple (ceci suppose que, comme dit, en constitussdiste on a utilisllULLBISa la place d&lULL) :

1 Néanmoins, ce surencombrement est bien moinsrtendayu’il N’y parait car, contrairement a ce qugygerent nos
dessins, le chamipfo est souvent assez volumineux, ce qui rend latdill champsuiv négligeable devant celle du
maillon tout entier.
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POINTEUR trouver(OBJET x, POINTEUR p) {/*rend p t .q. p->info == x ou NULLBIS */
while (p != NULLBIS && p->info != x)
p = p->suiv;
return p;
}

Pour le moment nous n’avons rien gagné. Mais celaedt intéressant quand on s'apercoit qu'on peuwtlarer la
fonctiontrouver  en logeant dans le maillon pointé pHJLLBISune valeur « sentinelle » :

POINTEUR trouver(OBJET x, POINTEUR p) {/*rend p t .q. p->info == x ou NULLBIS */
NULLBIS->info = x;
while (p->info != x) /* maintenant on est sdr de " trouver" x */
p = p->suiv;
return p;
}

Dans la boucle (la seule partie qui doit nous agser, du point de vue de l'efficacité) nous avmaplacé deux
comparaisons par une seule. On peut estimer caulge a été réduite de 2/3.
1.2.6. La structure de liste vue de haut

Des sections précédentes se dégage une notiosteladsez terre a terre, faisant penser plus adlieetion de trucs et
astuces pour économiser I'espace ou gagner du teoipsune structure de données tant soit peu destiRour
rehausser le débat, voici comment on peut préstagdistes d’'une maniére plus formelle, comme seldait dans les
langages (Lisp, Prolog, etc.) ou elles sont lagcatres de données fondamentales.

DEFINITION. SoitX un ensemble. Unéste d’éléments de ¥st définie récursivement comme
« un symbole conventionnel, appeldi&e vide ou bien
e uncouple {,L)oui OXetL est undiste d’éléments de.X

Le rapport avec ce que nous appelions liste précédmt devient évident si on décide qu’'une liste seprésentée
dans un programme par une adresse :NOltL, représentant la liste vide, soit 'adresse d'uaillon a deux champs

représentant une pairé (L) :

chacune de ces entités représente une liste

Figure 4. Autour de la notion de liste

De cette définition récursive des listes dérive gdmtement une définition récursive de I'algorithdeeleur parcours :
pour parcourir une liste il faut :

» silL estlaliste vide, ne rien faire ;
e siL=(i,L"), exploiteri puis parcourit.’.

Ici, « exploiter » représente une opération quiethéjpde I'ensemblX et du probléme particulier considéré. Ce qui don-
ne le programme :

void parcours(POINTEUR liste) {
if (liste I= NULL) {
EXPLOITER(liste->info);
parcours(liste->suiv);
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1.2.7. Les listes ordonnées

Une liste ordonnée est une liste dont les mailtomsun chamglé (éventuellement le chanipfo tout entier), dont les
valeurs appartiennent & un ensemble totalemenhoé&et la liste vérifie

si p- suivexiste alorg - cle < p- suiv-cle

Les listes ordonnées se rencontrent tres fréquemmens en verrons des exemples dans les pagemsesy L'ajout
d’'un maillon nouveau dans une telle structure medvedence une qualité des listes : I'insertiomndélément au milieu
de la liste ne requiert pas le déplacement « phgsigdes éléments qui seront derriére le nouveau ve

L'insertion d’'un élément dans une liste ordonnééageen trois temps (les deux premiers sont iftangeables) :
» rechercher la place dans la liste du nouvel éf¢me
« allouer le nouveau maillon et remplir ses champs,
e raccrocher le nouvel élément a la liste, ce giagt de deux maniéres, selon que

- laliste est vide ou le nouvel élément se platetate de la liste (i.e. : le nouvel élément emde succes-
seur d’aucun maillon),

- laliste n'est pas vide et le nouvel élémenteplace pas en téte.

Ce qui donne, en supposant que la liste est reparéen pointeuteteDelL.iste
POINTEUR pr, pc, nouveau,

pc = teteDelListe; [* pc parcourt la liste, prco urt apres pc */
while (pc = NULL && pc->cle <x) {
pr = pc;

pc = pc->suiv;

nouveau = maillon(x, autres informationspc);
if (oc == teteDelListe)

teteDeListe = nouveau;
else

pr->suiv = nouveau;

1.2.8. Le célebre maillon « bidon »

On peut abolir la différence de traitement qui &xentre I'insertion d’un maillon en téte d’'unddi®t I'insertion a une
autre place (voir le programme précédent), en quavieque toute liste commencera par un maillorckriigue », sans
signification pour I'application. Ainsi, d’'un poirde vue pratique, une liste ne sera jamais vidéoet,de l'insertion

d’un maillon, il N’y aura qu’un seul cas a consiler

Si on procede ainsi, une liste ne sera pas repéesear I'adresse de son premier maillon utile rpaisl’adresse d’'un
maillon sans signification, voire — si on programemeC — par ce maillon sans signification lui-mé#da place de :

POINTEUR teteDelListe;

premiel

e s

Figure 5 (a). Liste habituelle

on aura
MAILLON maillonBidon;

maillonBidon

sans .
utilité
*— — ——

Figure 5 (b). Liste commencant par un maillon ssigsification

Voici le programme de recherche-insertion qui cgpond a une telle liste. Comme prévu, la deuxicriep de
l'insertion se simplifie bien :
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POINTEUR pr, pc;

pr = &maillonBidon;
pc = maillonBidon.suiv;
while (pc '= NULL && pc->cle <x) {

pr = pc;
pc = pc->suiv;

pr->suiv = maillon(x, autres informationspc);

On peut trouver cette maniére de gérer les listeferable, mais ce n’est pas une évidence. El@mplifie que le texte
du programme, dont I'exécution n’est ni plus ni n@rapide que celle de la version précédente, @mas n'avons pas
modifié la bouclewhile qui, du point de vue de l'efficacité, est la seplartie a considérer. D’autre part, cette
simplification se paye par un encombrement supphéaire de chaque liste, puisque nous avons remplaginteur
par un maillon tout entier. Ce sur-encombremenpeg étre tenu pour négligeable que lorsqu’on géier un petit
nombre de listes ou bien des listes faites de omailtont la partisafo est de petite taille.

VARIANTE. Ayant introduit le maillon sans signification,iqgarantit qu’une liste a toujours au moins un &@émnous
pouvons récrire le programme précédent a I'aide deul pointeur :

POINTEUR pr;

pr = &maillonBidon;

while (pr->suiv != NULL && pr->suiv->cle < x)
pr = pr->suiv;

pr->suiv = maillon(x, autres informationspr->suiv);

Il est difficile de dire si cette version du progmae est plus ou moins rapide que la précédentelaas, la boucle, nous
avons supprimé une affectation mais nous avongégrux indirections.

1.3.Piles

Nous avons défini les tableaux et les listes cleajpa leur constitution (en répondant a la questicomment cela est
fait ? »). Au contraire, les piles et les queuedé&fmissent par leur comportement (en réponddatouestion « qu’est-
ce que cela fait ») ; on dit que ce sont des strastde données abstraites.

Une pile est une structure de données dynamiquedléements y sont introduits, puis extraits) ayargropriété que,
lors d’'une extraction, I'élément extrait est cedui a y été introduit le plus récemment. On ditexnier entré, premier
sorti » ou, en bon francais, LIFO (« Last In FZait »).

C’est une propriété abstraite, qui n'impose pas eonestitution particuliére. En fait, on réalise siusien des piles a
partir de tableaux qu’a partir de listes chainées.

1.3.1. Réalisation d'une pile a I'aide d'un tableau

typedef ... OBJET; /* dépend du probleme */

#define MAXPILE ... /* selon estimation du besoin */
OBJET pile[MAXPILE];

int niveau;

void initialiser(void)

niveau = 0;
}
void empiler(OBJET x)

{
assert(niveau < MAXPILE);
pile[ niveau++] = x;

OBJET depiler(void)
{
assert(niveau > 0);

return pile[ --niveau J;

}
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1.3.2. Réalisation d'une pile a I'aide d’'une liste  chainée

typedef struct maillon

{

OBJET info;

struct maillon *suiv;

} MAILLON, *POINTEUR,;

POINTEUR maillon(OBJET i, POINTEUR s)

{

POINTEUR p;

p = malloc(sizeof(MAILLON));
assert(p !'= NULL);

p->info = i;

p->suiv = s;

return p;

}
POINTEUR pile;

void initialiser(void)

pile = NULL;
}

void empiler(OBJET x)

pile = maillon(x, pile);
}

OBJET depiler(void)
{

POINTEUR p;
OBJET;

assert(pile = NULL);
p = pile;

pile = pile->suiv;

r = p->info;

free(p);

returnr;

}

1.4.Queues

Une queue oufile d’attente est une structure de données dynamique tellelgised’une extraction, I'élément extrait
est celui qui s’y trouve depuis le plus longtens.dit « premier entré, premier sorti » ou encdfeCOF(« First In First
Out »).

1.4.1. Réalisation d'une queue a I'aide d’'une liste  chainée

premiel dernier

® @

TG T

Figure 6. Queue réalisée par une liste chainée

POINTEUR premier, dernier;

void initialiser(void)

premier = NULL;
}
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void entrer(OBJET x)

{
POINTEUR p;
p = maillon(x, NULL);
if (premier == NULL)
premier = p;
else
dernier->suiv = p;
dernier = p;

}
OBJET sortir(void)

{

POINTEUR p;

OBJET r;

assert(premier != NULL);
p = premier;

premier = premier->suiv;
r = p->info;

free(p);

return r;

}
1.4.2. Réalisation d’'une queue a l'aide d’'un tablea u

Pour implanter une queue nous nous donnerons deices, appelégremieretdernier, et nous utiliserons utableau
circulaire, obtenu a partir d’'un tableau ordinaire en dédidare la premiére case du tableau fait suite 2efaiére.
D’un point de vue technique, il suffira de modiflégérement I'opération « passage au success&ous.un tableau
ordinaire, cette opération se traduit par I'incré@ta¢ion d'un indice :

i=i+1;
Pour avoir un tableau circulaire, nous faisonsinnggmentation modulo la taille du tableau :

i = (i + 1) % TAILLE_TABLEAU;

premier dernier

|

F%IIIIIII e |||||||FW

Figure 7 (a) Queue réalisée par un tableau circrdai

Attention, premiern’est pas nécessairement dedernier:

dernier premier

L INEEEEEEE g

Figure 7 (b) Queue réalisée par un tableau circrdai
#define MAXQUEUE 10

OBJET queue[MAXQUEUE];
int premier, dernier, nombre;

#define SUCCESS(i) (((i) + 1) % MAXQUEUE)

void initialiser(void)

nombre = 0;
premier = dernier = 0;

}
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void entrer(OBJET x)

assert(nombre < MAXQUEUE);
nombre++;

queue[dernier] = x;

dernier = SUCCESS(dernier);

}

OBJET sortir(void)

{

OBJETr;

assert(nombre > 0);

nombre--;

r = queue[premier];

premier = SUCCESS(premier);
returnr;

}

Remarque On peut étre surpris par la présence du comptembre croyant que la position relative geemier et
dernier suffit pour déceler qu'une queue est vide ou glelr, il y a un petit pieége : la figure 8 montreelqueue avec
deux éléments, que I'on fait sortir successivemeinine autre avec deux cases libres, que I'onliemp

premier premier premier premier premier premier

Ny
A\

L il LR

I\

-

N

dernier dernier dernier dernier dernier dernier

T TEE

Figure 8 (a) Comment une queue se vide Figure &¢@mment une queue se remplit

On constate que la position relativeptemieretdernierlorsque la queue est vide est la méme que celleogrespond
a une queue pleine. D'ol la nécessité de prendrengsures supplémentaires, comme veiller a ce gait toujours
une case libre ou bien utiliser un compteur du nenckéléments.

1.5. Application aux matrices creuses (listes ortho gonales)

Un avantage important des listes chainées est meeftee de donner a une méme collection d'inforamiplusieurs

structures de liste, selon plusieurs critéres. é&xample, une collection de fiches décrivant lesnabe a un certain
service peut étre organisée de telle maniére qaguehélément appartienne a plusieurs listes stia dles abonnés qui
sont dans la méme tranche d'age, la liste des asoqui ont le méme type de profession, la liste atemnés qui

habitent dans la méme région, etc.

Nous allons considérer un exemple concret d'uné tefganisation : les listes orthogonales, utisémur la
représentation économique des matrices creusesatices contenant « beaucoup » de Zéig&lée est de maintenir
de telles matrices en ne représentant que lesideefts non nuls. Plus précisément (voyez la figrehaque valeua;

telle quea;; 2 0 occupe un maillon appartenanti@uxlistes chainées : la liste des coefficients nols de la lignei
(ordonnée par rapport aux indices de colonne, metrsns I'intérét d’'un tel arrangement) et la lides coefficients non
nuls de la colonng(ordonnée par rapport aux indices de ligne).dldonc une liste, éventuellement vide, pour chaque
ligne et une liste pour chaque colonne.

Ces maillons pourront étre déclarés de la manigraste :

2 De telles matrices ne sont pas aussi marginal@s gourrait le croire. Par exemple, une méthddssique pour
représenter un graphe, comme un réseau routiet lebsommets sont numérotés der, aonsiste a introduire la
matrice &;;) définie para;; = la longueur de l'arc joignant le sommetu sommej, si cet arc existe, 0 sinon. Cette
matrice posséde’ coefficients. Or, voyez une carte routiére, le hoand’arétes du graphe, c’est-a-dire le nombre
dea;; non nuls, est « de l'ordre de» (i.e. majore pak x n avec, souvenk ridiculement petit).
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typedef struct maillon

double val;

short il; /* indice de la ligne */

short ic; /* indice de la colonne */

struct maillon *sl; [* suivant dans la méme ligne */
struct maillon *sc; /* suivant dans la méme colon ne */

} MAILLON, *POINTEUR;

colonne i

ligne

I
JLiz
<

)

Figure 9. Représentation d'une matrice creuse

Supposons que les matrices qui nous intéressarmtral@gne etn colonnes. Une matrice sera alors déterminée par la
donnée de deux tableaux de n pointeurs chacuiablieau des tétes des lignes et celui des tétesottames :

#define N ... /* dépend du probléme considéré */

typedef struct matrice

{
POINTEUR ligne[N], colonne[N];
} MATRICE;

Supposons que, comme le suggere la figure 9, Emp$val, sl et scont la méme taille, qui est le double de celle des
champsil et ic (sival avait une taille supérieure, ce dispositif seemitore plus avantageux). Spile nombre de
coefficients non nuls. Exprimé en nombre de foitalte d’un pointeur, 'encombrement de notre staue est 8 + 4p.

La place occupée par la matrice ordinaire correspoie aurait ét&°. L’affaire est donc rentable dés que

n®-2n_n*

4 4

p<

Examinons a présent la manipulation de telles stras. Comme on pouvait s’y attendre, la création élément est
un peu compliqguée, mais les autres opérations eff@ttuées avec une efficacité égale ou supériaucelle des
matrices habituelles ; a titre d’exemple nous prt&ses le produit.

Ajout d'un élémentL’ajout d'un coefficient revient a faire deux $ofinsertion d’'un maillon dans une liste ordonnée.
Notez que l'utilisation d'une sentinell&lULL a été remplacé p&ULLBIS l'adresse d’'un maillon ayant le plus grand
entier comme numéro de ligne et de colonne) siredis deux boucleshile qui constituent I'essentiel du travail :
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MAILLON finDesListes = { 0, INT_MAX, INT_MAX, NULL,
#define NULLBIS (&finDesListes)
void insertion(double a, int i, int j, MATRICE *m)

{
POINTEUR pr, pc, g = maillon(a, i, j, NULLBIS, NUL

pc = m->ligne[i];

while (pc->ic <j) [* rappel: NULLBIS->ic == INT
pr = pc, pc = pc->sl;

g->sl = pc;

if (pc == m->ligne[i])
m->ligne[i] = q;

else
pr->sl = q;

pc = m->colonnelj];

while (pc->il <) [* rappel: NULLBIS->il == INT
pr = pc, pc = pc->sc;

g->sc = pc;

if (pc == m->colonnel[j])
m->colonne[j] = q;

else

}

pr->sc = q;

NULL };

LBIS);

_MAX */

_MAX */

Listes chainées

Multiplication de deux matricede programme obtenu, malgré la complexité dassires mises en ceuvre, est plus
rapide que celui qui utilise la structure usuekss anatrices car, dans la boucle la plus proforidgy ia pas d’acces

complexe du typdi][j]

void produit(MATRICE *a, MATRICE *b, MATRICE *c)
{
inti, j;
double v;
POINTEUR pa, pb;

for (i=0; i <N;i++)
c->ligne]i] = c->colonne[i] = NULLBIS;
for (i=0; i <N;i++)
for j =0;j <N;j++)
{

v =0;
pb = b->colonne[j];
for (pa = a->ligne[i]; pa '= NULLBIS; pa = pa->s

while (pb->il < pa->ic)
pb = pb->sc;
if (pb->il == pa->ic)
v += pa->val * pb->val;

}
if (v!=0)

insertion(v, i, j, c);
}
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2. Arbres et arborescences

Il existe deux approches classiques de la notiarbee : le point de vue de la théorie des graphisin arbre est une
variété d’espace topologique, et le point de vue structures de données, ou un arbre — ou plutdtathorescence —
est une structure que I'on donne a un ensembléodmations.

2.1.Arbres

Un arbre est un graphenon orientéG = (S, A) qui vérifie les propriétés équivalentes suivante
» G est connexe minimal (si on lui enléve une arétéeist plus connexe) ;
» G est acyclique maximal (si on lui ajoute une adgterée un cycle) ;

* |A|=]|S|-1 efG est connexe ou acyclique ;

» deux sommets quelconques@wsont reliés par un unique chemin élémentaire.

—o—0
Figure 1. Arbre
Un arbre enracinéest un arbre dans lequel un des sommets, appeléifie, est distingué.

Soit G un arbre enraciné de racinetx un sommet d&. Un sommey appartenant au chemin unique allant dex est
appeléancétredex, etx est alors appeldescendantley. Si y, x) est le dernier arc du chemin joignar&x, on dit que
y est lepéredex et quex est Iefils dey. La racine n'a pas de pére. Si deux sommets anélae pére, on dit qu'ils sont
freres On appellesous-arbre de racing le sous-arbre d& composé de et ses descendants.

2.2. Arborescences
Unearborescencest un ensemble fini non videmuni de la structure suivante :

» il existe un élément distingué, appelédainedeA ;

« l'ensemble des autres élémentsAjes’il nest pas vide, egtartitionné* en une famille de sous-ensembles qui
sont des arborescences.

3 L'étude des graphes fait I'objet d’'un autre cha@pile ce cours.

4 Rappelons qu’une partition d’un ensemBlest une famille de sous-ensemblesEdgeux & deux disjoints dont la
réunion est I'ensemble.

Structures de données.docx (impression: 05/03/2014 10:50:00)



Chapitre 2 Arbres

Figure 2. Arborescence

2.2.1.  Jargon sur les arbres

ABUS DE LANGAGE Il arrive rarement que I'on ait a traiter, daasiéme discours, des arbres et des arborescentes. O
se permet donc d’employer le méme vocabulairej delsiarbres, pour travailler sur les arbres etesuarborescences
en principe, le contexte indique toujours de qlusiagit.

Nous pratiquerons ici cet abus de langage, et divoss désormais arbre pour arborescence.

Sous-arbre immédiatSoit A un arbre de racine Par définition, I'ensemblé — { r } est partitionné en une famille
d’'arbres ; ces derniers sont appelés les soussarnraédiats dé.

Sous-arbreB est un sous-arbre desi
* B est un sous-arbre immédiat Aleou
» il existeC, sous-arbre immédiat d¢ tel queB soit un sous-arbre dg

Nceud Les éléments dA sont appelés nceuds. Chaque nceud est racinealisragore de A (pour s’en convaincre |l
suffit d’appliquer récursivement la définition daie). Inversement, chaque sous-arbre posséde cine.ral y a donc
une bijection entre les nceuds et les sous-arbuesatbre.

Ancétre, descendarfboit X un sous-arbre d& de racinex et soity un élément d’un sous-arbre ¥eOn dit quex est un
ancétre dg et quey est un descendant ge

Peére fils, frere. SoitX un sous-arbre d& de racinex et soity la racine d’un sous-arbre immédiatXeOn dit quex est
le pére dey, et quey est un fils dex. Parler de « un arbre et ses sous-arbres immédiatgent donc a parler de « un
nceud et ses fils ». Entre eux, les fils d’'un naant dits fréres.

Représentation par un graphe orienté représentation habituelle des arbres conaistprésenter les nceuds, puis a
relier par des fleches, implicitement orientéehdut vers le bas, chaque nceud a ses fils :

Figure 3. Arbre, représentation usuelle

Feuilles Un nceud qui n’a pas de fils est appelé nceudrextau feuille. Un noeud qui n’est pas une feuiltleuesnceud
interne.

Degré Le nombre de fils d’'un nceud est le degré de aedntén noeud de degré 0 est donc une feuille.

Profondeur Soit x un nceud d’'un arbe La profondeur d& dansA est la longueur (i.e. le nombre d’arcs) du chemin
allant de la racine d& ax.

Hauteur La hauteur d’'un arbr& est le maximum des profondeurs de ses nceuds.

Arbre ordonné S'il existe une relation d’ordre définie sur fds de chaque nceud, alors on dit que l'arbre edbrané.
Les arbres sont souvent ordonnés, parfois inval@mteent : comment nommer, dessiner, etc. un adns Bordonner ?
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Chapitre 2 Arbres

2.2.2. Implantation des arbres
En vue de les implanter dans les programmes, onfpenaliser la définition des arbres de la mang&rnwvante :

Soit X un ensemble donné. Un arbre dont les nceuds palesréléments dé est un couplei(, E) constitué d'un
élément [0 X et d’un ensemble firk, éventuellement vide, d’arbres dont les nceudepbdes éléments de

Comme on I'a dit, on a beaucoup de mal a empéesearbres d’étre ordonnés ; en pratique un ordeteetoujours
entre les fils d’'un nceud. Pour ce que nous avoes faire ici, nous ne perdons pas grand-chosemplacant la
définition précédente par la définition plus redivie suivante :

Soit X un ensemble donné. Un arbre dont les nceuds palesrgéléments d¢é est un couplei(, (Ay, Ay, ... Ay))
constitué d'un élémernit X et d'une suite finie A, A,, ... Ay ), éventuellement vide, d’arbres dont les nceuds
portent des éléments e

L'implantation des arbres découle de cette définiti
e lasuite (A, Ay, ... A,) est représentée par une liste chainée d'arbres ;
e un arbre est représenté comme un coujpife(, liste-de-fils)
Si on était tout a fait rigoureux, on devrait datéclarer : d’'un c6té, un arbre comme un couple :

typedef struct arbre

{

OBJET info;
LISTE_D_ARBRES fils;
} ARBRE;

et, d'un autre c6té, une liste d’arbres, comme awens déja le faire :

typedef struct maillon

{

ARBRE sousArbre;
struct maillon *frere;

} *LISTE_D_ARBRES;

En réalité, on se contente d’'un peu moins de rigaean fait I'unique définition :

typedef struct nceud
{
OBJET info;
struct noeud *fils;

struct noeud *frere;
} NOEUD, *POINTEUR;

qui correspond a :

info

fils

JEESSss es

Figure 4. Implantation des arbres

C’est moins rigoureux parce qu’'on met sur le ménaa pes fils et les fréres, ce qui n'a pas de figstiion dans la
notion d’arbre que nous avons donnée.
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Chapitre 2 Arbres

A RETENIR Dans le cas général (la situation est différafetes le cas des arbres binaires), I'arbre dostrigcture
« logique » est celle de la figure 5 (a) s'implacdenme le montre la figure 5 (b) :

o °
fils (ainé)
fils fils fils
frére frére
[ [ [ ]
Figure 5 (a) Figure 5 (b)

2.3. Arbres binaires

Dans les arbres binaires, chaque nceud a au plusfitkeu Bien sdr, on peut les voir comme un cagtipalier des
arbres quelconques, mais dans beaucoup de donmirefere la définition spécifique suivante (gsti @ rapprocher
de la définition des listes du chapitre 1, seclidh4 ) :

DEFINITION. SoitX un ensemble donné. Un arbre binaire portant desadits deX est

» un symbole conventionnel, appelé arbre vide,ien b

» untriplet (i,G, D) oui O X et ouG etD sont des arbres binaires portant des élémerXs de
L’implantation usuelle des arbres binaires décdeleette définition :

typedef struct nceud

{

OBJET info;

struct noeud *gauche, *droite;
} NOEUD, *POINTEUR;

Par exemple, I'expression arithmétiqug @ + 5) pourrait étre représentée par I'arbre binaire

X

=]

3 +

[ =]

a 5

Figure 6. Représentation d’une expression arithquétipar un arbre binaire

2.4.Parcours des arbres

On appelle parcours d'un arbfele travail qui consiste a effectuer un certaintéraent, dépendant de I'application
particuliére considérée, sur I'information portée phaque nceud de

C’est sans doute le meilleur exemple d’'algorithréeursif que I'on puisse trouver. Partant du prole&aparcourir
larbre A= (i, (Ay, ... Ay) ) » on obtient :

* un probléme simple : « traiter i »
* nproblémes analogues au probléme initial : « paicéy », ... « parcourif, »

Un point reste a régler, qui dépend de l'applicafarticuliere considérée : dans quel ordre doifare lesn+ 1
opérations mentionnées ci-dessus ?

2.4.1. Parcours des arbres binaires

Dans le cas des arbres binaires les trois manp@ssibles d’arranger ce parcours sont fréquemnidisgées et ont fait
I'objet de dénominations spécifiques : le parcoaemspré-ordre, le parcours en in-ordre et le pasceur post-ordre,
définis respectivement par le fait que chaque nestttaité avant, entre ou apres les parcourssldesex fils.
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Chapitre 2 Arbres

Ainsi, le parcours en pré-ordre peut se programmer
void parcours(POINTEUR arbre)

{
if (arbre '= NULL)

{
EXPLOITER(arbre->info);
parcours(arbre->gauche);
parcours(arbre->droite);

}
}

Les fonctions qui implantent les deux autres paicae different de celle-ci que par la position |d@pel de
EXPLOITERrelativement aux deux appels de parcours.

A titre d’exemple, considérons encore le codageupaarbre binaire de I'expression 3a« 5), et supposons que la
fonctionEXPLOITERse réduise a I'affichage du chainfo de chaque nceud. L’effet du parcours de I'arbra denc
un certain affichage de I'expression. On obtient :

e dans le parcours en in-ordre : 3xa+5 (nataitifixée — et ambigué !)
e dans le parcours en pré-ordre : x3+ab (rmtatipolonaise »)
e dans le parcours en post-ordre : 3ab+x (lwtat polonaise inversée »)

2.4.2. Parcours d'un arbre quelconque

On utilise souvent le parcours qui correspondaipr@-ordre :
void parcours(POINTEUR arbre)

{
POINTEUR p;
EXPLOITER(arbre->info);

for (p = arbre->fils; p = NULL,; p = p->frere)
parcours(p);

Notez que ce programme est juste parce que, averdefinition, un arbre (non binaire) ne peut gts vide.

La figure 7 montre le travail de la fonctigarcours comme l'itinéraire d’'une bestiole se promenantlgubre. Les
fleches vers le bas représentent les appels doadéion parcoursfait d’elle méme ; on appelle cela la « descente a
fils ». Chaque appgbarcours(p)provoque le parcours du sous-arbre ayant p painga Lorsque ce parcours est
terminé, le contréle revient a la fonction qui & fappel de parcours. Ce retour est symbolisélpgrartie remontante
des fleches ; vu du c6té du fils, on appelle celalemontée au pére ».

Les nombres écrits a gauche de chaque nceud expianeironologie de leur exploitation dans le caspdrcours en
pré-ordre. Les nombres écrits entre parenthésisjte de chaque noeud, correspondent au cas dovst
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Chapitre 2 Arbres

Figure 7. Parcours d'un arbre en pré-ordre (postiog)

La figure 8 montre un moment du parcours de I'afmécédent : celui ou le sommet marqué 7 - (4)tvea éxploité.
Quatre instances de la fonctiparcourssont actives (quatre générations distinctes deablasarbre et p existent
donc en méme temps, empilées les unes au-dessastdes) : dans la premiére, la boudeen est a son début ; i.e. la
variablep correspondante pointe le premier fils de arbrensda deuxiéme instance, la boudeen est a son dernier
tour, dans la troisiéme, elle en est au milieu. Dlarguatrieme instance, la boucle for ne démaménae pas.

1% instance de
parcours  arbre—

P~

2°™ instance de M
parcours arbre

p

o

/
T~
T

3*™ instance de /
/

parcours  arbre—|
p—

4*™ instance de
parcours  arbre—

p

Figure 8. Un moment du parcours de I'arbre de tufie 7

VARIANTE. Dans l'algorithme de parcours d’'un arbre il yraaspect naturellement récursif, la descentelsuefi un
aspect naturellement itératif, le parcours de dtelide fréres. Or, nous I'avons vu, une liste dipeut aussi étre
parcourue selon une fonction récursive. On pewtéstuire une fonction de parcours d'arbre doublemé&eursive, qui
utilise la récursivité pour la descente aux filgessi pour le parcours de la liste des fréeresguteonne le programme
correct et apparemment trés élégant suivant :
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void parcours(POINTEUR arbre)
{
if (arbre '= NULL)

{
EXPLOITER(arbre->info);
parcours(arbre->fils);
parcours(arbre->frere);

}
}

A notre avis, ce programme est moins satisfaisant pesprit que la version précédemment donnéesialbien du
point de vue stylistique, car on met sur le ménan pés fils et les fréres, que de point de vue'eféidacité, car on
programme récursivement un traitement qui auraétpel programmé aussi simplement de maniére wérati

2.5. Applications

2.5.1.  Arbre lexicographique (codage en parties com  munes)

Proposons-nous d'implanter une sorte de dictioenailest-a-dire une structure de données servaméraoriser un
ensemble de mdts Le dispositif réalisé doit permettre de recheratt au besoin d’insérer des mots au fur et a raesu
des besoins. On supposera qu’aucun mot ne seréais le dictionnaire, et que I'échec de la redtteed’'un mot doit
provoquer automatiquement son insertion dans lgoditaire. Enfin, nous souhaitons disposer d’'unection qui
affiche la liste par ordre alphabétique de tousress contenus dans le dictionnaire.

Ce qui va suivre sera fait avec des chaines (&elte des tableaux) de caractéres, mais s'adaptierhent a des
tableaux de n’importe quelle sorte d'objets appeme & un ensemble totalement ordonné. Le prindipdispositif
consiste a maintenir un arbre, dont les nceuds amt ipformations spécifiques des caractéres, déénla maniére
suivante

» laracine est conventionnelle et ne porte audufioemation significative ;
» lesfils de la racine sont des noeuds qui poléspremiéres lettres des mots, rangées par ogivatgtique ;

» soitr un des fils de la racine,la lettre qu'il porte. Les fils desont des nceuds qui portent les deuxiémes lettres,
rangées par ordre alphabétique, des mots commepgeant

* plus généralement, sairir,...r, un chemin depuis la racing est la racine)sic,...c, les lettres respectivement
rangées dans ces nceuds. Les filsdsont des nceuds qui portent les-X)°™° lettres, rangées par ordre
alphabétique, des mots commencgantgey...C,.

Par exemple, la figure 9 montre I'arbre correspohdax mots main, mais mal, male mon son song sons sont:

Figure 9. Arbre lexicographique

5 En principe, un dictionnaire sert & mémoriser messavec des informations associg¢esais nous négligerons ici
cet aspect de la question.
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On notera que les mots ne sont pas représentdegpaceuds, mais par les chemins depuis la radifeppellation
« arbre lexicographique » est tout a fait justifiégest I'arbre qui incarne I'ordre lexicograph&uun nceud pris
isolément n'a aucune signification.

Chaque mot se termine par un caractére spéci&,(anus utiliserons le \0' qui se trouve a ladiinchaque chaine) qui

« caractérise le mot : c’est le seul caractére dargst str qu'il y en a un par rfipt

» doit étre inférieur aux autres lettres (afin dabc" soit inférieur a "abcd").

Voici le programme. Une fois de plus, le problé&seaameéne a celui de l'insertion dans une liséetriDéclarations :

typedef struct nceud {

char info;

struct noeud *fils, *frere;
} NOEUD, *PTR;

PTR noeud(char info, PTR fils, PTR frere) {
PTR p = malloc(sizeof(NOEUD));
assert(p !'= NULL);
p->info = info;
p->fils = fils;
p->frere = frere;
return p;

}

La fonction de recherche-insertion rend 0 lorsguenbt recherché n’existait pas dans l'arbre (il goac eu création
d’au moins un nceud pour un caractere), 1 lorsqumleétait déja dans I'arbre (aucune création) :

int rechinsertion(char mot[], PTR ancetre) {

PTR pr, pc;
inti;
I* a chaque tour de cette boucle on recherc he le caractére */
/* mot[i] parmi les fils du nceud pointé par ancetre */
for(i=0;; i++) {
pr = NULL;

pc = ancetre->fils;

while (pc != NULL && pc->info < mot[i]) {
pr =pc;
pc = pc->frere;

}

if (pc = NULL && pc->info == mot[i]) {
if (mot[i] =="0")
return 1; /* le mot existait */
ancetre = pc;

}

else {
pc = noeud(motfi], NULL, pc);
if (pr = NULL)
pr->frere = pc;
else
ancetre->fils = pc;

while (mot[i] 1= "0") {

pc->fils = noeud(mot[++i], NULL, NU LL);
pc = pc->fils;
return 0; /* le mot est nouveau */

6 Si on voulait associer une information a chaqué mémorisé dans le dictionnaire, c’est au maill@mtant ce
\0' quil faudrait la raccrocher.
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Affichage, dans 'ordre lexicographique, des matd'drbre :

static struct {
char t[80];
intn;

} pile;

void parcours(PTR arbre) {
PTR p;

pile.t[pile.n++] = arbre->info;
if (arbre->info =="0")
printf("%s\n", pile.t + 1);

else
for (p = arbre->fils; p != NULL; p = p->frere)
parcours(p);
pile.n--;
}
Petit programme pour essayer tout cela :
main() {
char mot[80];
inti;

PTR racine = noeud('!', NULL, NULL);
while (gets(mot) '= NULL)
printf("le mot %s est %s\n", mot,
rechinsertion(mot, racine) ? "ancien" : "nouveau ");

pile.n = 0;
parcours(racine);

2.5.2. Sauvegarde et restauration d’arbres

Donnons-nous maintenant le probléme suivant : utaiceprogramme ayant construit un arbre, on sdeHa&nre-
gistrer dans un fichier en vue de son exploitatitb@rieure par un autre programme. Deux difficuifignt que ce travail
n’est pas aussi simple que la sauvegarde d’'unaable

» les nceuds de I'arbre n'occupent pas un espadeyupiis sont en principe dispersés dans la mésneiril faut
parcourir 'arbre pour les retrouver ;

* méme si on fait en sorte que les nceuds soiettigosn une difficulté demeure : la structure d'arlest réalisée
par des pointeurs, c’est-a-dire par des adresses ldamémoire de l'ordinateur. Copiés dans unidigices
pointeurs perdent toute signification, car une aegh en mémoire ultérieure de I'arbre n'a aucursomade
« tomber » dans les mémes adresses.

Il nous faudra donc inventer une sorte de syntag@mnentaire pour enregistrer I'arbre sans les poirs, de maniere
gu’il soit ensuite possible de le reconstituer fEaprogramme devant I'exploiter. Nous supposergus nous ne
pouvons écrire sur le fichier de sauvegarde quedietes qui ont une méme structure, a savoieaili champnfo des
nceuds de I'arbre. Nous postulerons I'existencee valeur « impossible » du champ info, c'est-&dine valeug
qui ne peut étre confondue avec aucune des vaiéelisment présentes dans I'arbre.

L'idée est la suivante : pour sauvegarder l'ardre (A1, ... An) ) :
» écrire la valeut

» sauvegarder l'arbra;

» sauvegarder l'arbra,
e écrire la valeuf.

Comme exemple, examinons les fonctions de sauvegdrde restauration de I'arbre lexicographiquéndéfla section
précédente. La partie info de chaque nceud étantuactére, choisissons pdQrla valeur ;' qui n'est pas une lettre
possible. Voici ce gu'il faut ajouter au programprécédemment écrit :
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#define OMEGA "'
static FILE *fichier;

Sauvegarde :
static void sauvegardeBis(POINTEUR p)

fputc(p->info, fichier);

for (p = p->fils; p '= NULL; p = p->frere)
sauvegardeBis(p);

fputc(OMEGA, fichier);

}

void sauvegarde(POINTEUR arbre, char *nomfic)

{

if ((fichier = fopen(nomfic, "w")) == NULL)
erreurFatale(IMPOSSIBLE_CREER_FICHIER);

sauvegardeBis(arbre);

fclose(fichier);

Restauration :

static char calu;
static POINTEUR restaurationBis(void)

{

POINTEUR p, f;

p = noeud(calu, NULL, NULL);
calu = fgetc(fichier);

if (calu '= OMEGA)

f = p->fils = restaurationBis();
while (calu '= OMEGA)

¥->frere = restaurationBis();
f = f->frere;
}

calu = fgetc(fichier);

return p;

}

void restauration(POINTEUR *arbre, char *nomfic)

{

if ((fichier = fopen(nomfic, "r")) == NULL)
erreurFatale(IMPOSSIBLE_OUVRIR_FICHIER);

calu = fgetc(fichier);

*arbre = restaurationBis();

fclose(fichier);

Essai de la sauvegarde :

sauvegarde(racine, "ArbreSauve");

Essai de la restauration :
restauration(&racine, "ArbreSauve");

Pour finir, imaginons qu’aprés avoir sauvegardéla donné en exemple, composé des mws mais mal, male
mon son sonq sonsetsont(voyez la figure 9), nous ayons bricolé une sdeg@rogramme espion pour voir le contenu
du fichier de sauvegarde, en affichant le caract@rsous la forme @ . Voici ce que nous y troame :

©6
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3. Quelques arbres particuliers

3.1. Arbre maximier (tas), file de priorité

3.1.1.  Arbres binaires complets et presque complets

De la méme maniére que les structures linéairesgmélétre implantées, avec différents avantagescenvénients,
soit par des structures chainées, soit par desaahl une certaine catégorie d'arbres s’accommegebien d’'une
représentation par tableaux.

SoitA un arbre binaire de hautdurll est facile de prouver que
+ le nombre maximum de nceuds de nivieast 2* ;
+ le nombre maximum de nceudsAlest 2 - 1.

Un arbre binaire compleest un arbre binaire de hautdupossédant*2 1 nceuds. Puisqu'il na pas de trous, un tel

arbre peut &tre représenté par un tableal‘ dd Zléments, tout simplement en rangeant lesuslges nceuds niveau
S

par nivead :

2/1\3
4/ \5 6/ \7
8/ \9 15 \11 1! \13 14 \15

Figure 1. Arbre binaire complet

1 2] 3 411 5| 6| 7 8| 9| 10| 11 12| 13 14 1%

| | | | |
niv.1 niv. 2 niv. 3 niv. 4

Figure 2. Arbre binaire complet représenté par ahléau

SoitN le nombre d’éléments du tableau (ddhs 2k - 1,k étant la hauteur de I'arbre). On a les propriétégantes :

e sSii< En(%j, le fils gauche d&; estTy;, le fils droit esfTyj+1

e Sii> En(%j , Ti est une feuille

7 Exceptionnellement, nous utiliserons ici des tabdecommencant a l'indice 1 (c'est-a-dire des talpedont le
premier élément, d’indice 0, est ignoré) car cetadrleur manipulation bien plus simple.

Structures de données.docx (impression: 05/03/2014 10:50:00)



Chapitre 3 Arbres particuliers

* sij>1,lepereddjestT
En(fj

Un arbre binaire presque complest un arbre binaire dont tous les niveaux saihglsauf le dernier, qui ne comporte
que lesp nceuds de gauche (un tel arbre n’est pas compées, an moins il n'a pas de trous). Dans une reptésen
par tableau définie comme pour les arbres binawewlets, il ne remplit donc que le début du tablea

1

2/ \3
4/ \5 6/ o 7
\9 1(!

Figure 3. Arbre binaire presque complet

./

| | | | |
niv.1 niv. 2 niv. 3 niv. 4

Figure 4. Arbre binaire presque complet représerggun tableau

3.1.2. Arbres maximiers

Un arbre maximier outas est un arbre binaire presque complet, dont lasdsa@nt un chamglé appartenant a un type
ordonné, et tel que pour tout nogudutre que la racine

cle(perg(p)) = cle(p)

Par conséquent, la clé de la racine est le maximesnclés, d’ou le nom de ces arbres. S’agissanbré's binaires
presque complets, on les représente volontiersigaitableaux. Ainsi, un tabledy, ... Ty est la représentation d’'un
arbre maximier si, pour tout= 1, ...N:

* 2i<N= cl§Ty) <clgT) ;
o 2i +1<N= clé§(Ty+) < Cl&T)).

3.1.3. Files de priorité

Les files de priorité sont une des principales igppibns des arbres maximiers. Nous avons déjaétaaotion de file
d’attente, caractérisée par le fait que lorsqu’lémént est extrait de la file, c’est celui qui sfpuve depuis le plus
longtemps qui est extrait. Dans une file de pripries éléments de la file ont un champ, nonpmérité, dont les
valeurs appartiennent a un type ordonné. Le corapmmt d'une file de priorité est défini par la piéf suivante :
lors d’'une extraction, c’'est I'élément ayant lap@rande priorité qui est extrait.

Le rapport avec les arbres maximiers (prenant plguia priorité) est facile a voir : la racine d’oraximier est toujours
I'élément ayant la plus grande priorité, donc leghain qui devra étre extrait. L'intérét de cet@nidre d’implanter les
files de priorité réside dans son efficacité :

» l'effort nécessaire pour extraire la racine daaximier (ou, plus exactement, pour refaire un maed a partir
d’'un maximier décapité) est de I'ordre deJHg

» [l'effort nécessaire pour introduire un élémentglan maximier, en le plagant a I'endroit qui levient selon sa
priorité, est de 'ordre de Igh.

Les algorithmes correspondants sont assez natyrels introduire un élément dans un arbre maxintiere copie a la
fin du tableau (dont le nombre d’éléments passBl dN+1), ce qui en fait le fils de quelgu’un, puis @endompare a
son pere. Si la relation qui doit exister entrenaeud et ses fils est satisfaite, I'insertion eshieée ; sinon, on permute
le nouveau noeud et son peére, ce qui fait du nalgelent le fils d’un autre nceud, et on recommence.
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Pour faire sortir la racine d’'un maximier on faipau prés le méme travail, dans le sens contrairebiouche le trou

laissé par le nceud extrait avec le dernier élémieriableau (le nombre d’éléments de celui-ci passBl a N-1), puis

on vérifie si le nceud en question est bien placéamport a ses fils. Si c’est le cas on s’arréitegn on le permute avec
le plus grand des deux fils, et on recommence.i\l@écprogrammes correspondants.

Nous supposons avoir défini une macro PRIOR(X) dahaccés au champ priorité d’'un élément (peuti&iement
tout entier), et nous supposons que ce champ @sttype supportant les opérateurs <, <=.
Ajout d’un élément a la file de priorité :
void entrer(OBJET x)
inti, j;
assert(N < TAILLE);

N++;

P=N;
while (j > 1)
i=jl2
if (PRIOR(t[i]) >= PRIOR(X))
break;
ti] = il
=5
] =x
}

Extraction de I'élément dont c’est le tour :
OBJET sortir(void)

{
OBJET X, y;
inti, j;

assert(N > 0);
x = t[1];
y =t[N];
N--;
i=1;
while (=2 *i) <=N)
{
if ( +1 <= N && PRIOR(t[j + 1]) > PRIOR([j]))
jtt;
if (PRIOR(t[j]) < PRIOR(Y))
break;
tlil = ¢l
i=j;
}
il =y;

return x;
}
3.2. Arbres binaires équilibrés

3.2.1. Arbre binaire de recherche

Un arbre binaire de recherch&BR) est un arbre binairA dont les nceuds ont un chaiig, éventuellement le champ
info tout entier, dont les valeurs appartiennent ansemable totalement ordonné, et qui vérifie, pout tmeud deA:

* pourtout nceud appartenant au sous-arbre gauche:de r'.cle < r.cle

* pour tout nceud’ appartenant au sous-arbre droirde r'.cle > r.cle
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L'arbre binaire de recherche correspondant a uarebke de clés n’est pas unique : les deux ABR semtés dans la
figure 5 correspondent aux mémes clés. La streqguécise de 'ABR est déterminée par l'algorithdimsertion
utilisé et par I'ordre d’arrivée des éléments.

Figure 5 (ci-dessus et ci-contre) . Deux ABR aesamémes clés

Déclarations : \
typedef char *CLE; e
#define COMPAR(a, b) strcmp((a), (b)) \
typedef struct nceud

{
CLE cle;

struct noeud *fg, *fd;
} NOEUD, *POINTEUR;

La fonctionrechinsertionrecherche la cl& dans I’ABR pointé parac. Si cette recherche est infructueuse, elle crée un
maillon nouveau portant la cléet I'insére dans I'arbre a la place voulue.

La version itérative d'une telle fonction (cf. T@¥t claire et efficace. Pour fixer les idées, neasdonnons ici une
version récursive dont l'intérét se manifesterénidurement.

void rechinsertion(CLE x, POINTEUR *rac)
{
int c;
if (*rac == NULL)
*rac = noeud(x, NULL, NULL);

else
if ((c = COMPAR(X, (*rac)->cle)) == 0)
EXPLOITER(*rac)
else
if (c < 0)
rechinsertion(x, &(*rac)->fg);
else
rechinsertion(x, &(*rac)->fd);
}

3.2.2.  Arbres équilibrés au sens des hauteurs (AVL)

L'intérét des ABR réside dans le fait que, s'ilsiséquilibrés, c'est-a-dire si chaque nceud a aprés autant de
descendants gauches que de descendants droiss, alor

» larecherche d'un élément est dichotomique (izechaque étape la moitié des clés restant a egasont élimi-
nées), et demande donc jogtérations ;

» linsertion consécutive a une recherche a un oalit

Cela a la condition que I'arbre soit équilibré, sapn le laisse se déséquilibrer, les performapeesent se dégrader
significativement, jusqu’au cas tout & fait dégénee la figure 5, ou I'arbre devient une liste okal et la recherche
devient séquentielle.

Nous allons examiner une méthode classique pourtemar équilibré un arbre binaire de recherchepakavant, il faut
préciser de quel équilibre on parle :

» un arbreparfaitement équilibrést tel que pour chacun de ses noeuwdsa, a I'unité pres :
cardinal ( sousArbreGauch{g ) ) =cardinal ( sousArbreDroifr ) )

» un arbregquilibré au sens des hauteposi AVL, est tel que pour chaque nogwh a, a l'unité pres :
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hauteur( sousArbreGaucHe ) ) =hauteur( sousArbreDroifr ) )

L'effort a fournir pour garder un arbre parfaiternéqguilibré est trés important. On se contentecdiml’équilibre des
hauteurs, aprés avoir constaté que ce n’est pasmpromis trop mauvais : Adelson-Velskii et Lan¢lid’origine de
I'appellationAVL) ont montré que la hauteur d’'un arbre binaire ldayéi ne dépasse jamais de plus de 45% la hauteur
d’un arbre parfaitement équilibré ayant les méntéss.c

Nous allons donc écrire une fonction de recherttiesertion qui maintiendra I'arbre équilibré. Paela, nous allons
augmenter la fonctiorechinsertionrécursive déja écrite.

Pour faire une insertion, la premiére version déolactionrechinsertion fait une descente le long des branches de
l'arbre, a la recherche de 'emplacement ou le rauvnceud se trouve ou doit étre accroché. Nowgduterons un
travail a faire pendant la remontée vers la raciaminer si, du fait de la création qui vienttééaite, un nceud n’est
pas devenu déséquilibré. Voici comment cela seeptéra :

e aprés la création d’'un nouveau nceud, durantrteoméée vers la racine, on réagira sans tarderadgentontre
d’un nceud déséquilibré ;

» la rencontre d’'un nceud déséquilibré déclenchaearaparation locale (bricolage de quelques poistappar-
tenant a quelques nceuds voisins) avec deux CONsEERIE

- dans le sous-arbre dont le noeud déséquilibrélgtaicine, il N’y aura plus de déséquilibre,

- ce sous-arbre, dont la hauteur avait augmentiéqpii était devenu déséquilibré) sera revenu hdateur
gu’il avait avant l'insertion, ce qui garantiradiéilibre de tous ses ancétres.

L'équilibre d’'un nceud est I'égalité des hauteurses deux sous-arbres a l'unité prés. Si un naevdémt déséquilibré
(la hauteur d'un cbté dépassed’moins deuxinités la hauteur de l'autre cbté) a la suite é’umsertion, c’est que
avant cette insertion le nceud « penchait » déjéedebté. Savoir si un nceud penche d’'un c6té diadie est donc
une information capitale. Pour en disposer, ngusterons un champal & chaque nceud, ainsi défini

—1,sihauteusousArbre@uchér)) = hauteu(sousArbreRoit(r)) +1
rbal =4 0,sihauteur(sousArbre@uchér)) = hauteusousArbreoit (r))
+1,sihauteur(sousArbre@uchér)) = hauteu(sousArbreloit(r)) -1

Commencgons par déterminer les cas possibles. tuatisn est la suivante : aprés avoir descendorig t’'une branche
de I'arbre, nous avons créé un nceud nouveau, f@umb accroché a une feuille, et nous avons etigrep remonter
vers la racine en revisitant chaque nceud par lequed étions passés lors de la descente, a larcbehdu premier
nceud que cette création a rendu déséquilibré.

Soit p ce nceud, supposons que I'ajout du nceud nouveatfaile dans son sous-arbre gauche ; le déséguiid
traduit donc pahauteu(sousArbreGauchg)) = hauteufsousArbreDroifp)) + 2, comme le montre la figure 6.

p
B

Figure 6. « p », le nceud déséquilibré le plus bas

Bien entendu, il y a un autre cas possible, rigagseenent symétrique de celui-ci, nous n’en parlepass(mais nous le
rencontrerons dans le programme final).

Examinons de plus prés le sous-arbre gauche dgompte tenu du fait qu’'on vient de faire la tigrad’'un seul nceud,
avant laquelle I'arbre était équilibré, il n'y agdeux configurations possibles:

8 C'est la hauteur plus ou moins grande dABRqui rend la recherche moyenne plus ou moins longue

9 On pourrait aussi ne pas mémoriser ce renseigriegda calculer chaque fois que cela est nécessaiais le
programme deviendrait ainsi beaucoup plus lent.
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p p
P1 k+3 P1 k+3
k+2[ T = k2 ] =
ST T | el |
Figure 7 (a) Type | Figure 7 (b) Type I

La réparation d’un nceud de type | s’appetiation simple:

k+2 pl

[ ] k+1

k+1

Figure 8. Rotation simple

Pour la réparation d'un nceud de type Il il fautreweer le fils droit dep; (cf. figure 9). Notez que, des deux carrés
barrés de cette figure, un seul existe (sinon fl@rurait été déséquilibré lors de l'insertion pdEnte), mais peu
importe lequel est-ce.

p
P2
P1 [ k+3 Pz [ Jk+2 P
k+2 ] [0 k+1[ ] [ k+1
[ ] k+1 k
k k oL k ou K k oL k ou k
,,,,,,, o oo o o

Figure 9. Double rotation

On vérifie bien que, comme annoncé, la hauteuradis-arbre déséquilibré apres la correction du déligg est la
méme que celle qu'avait le sous-arbre avant I'nser

Déclarations :
typedef char *CLE;

typedef struct nceud

{

CLE cle;

int bal;

struct noeud *fg, *fd;

} NOEUD, *POINTEUR;

La nouvelle fonctiorechlnsertionposséde un argument supplémentaire. Un appel eomm

rechinsertion(cle, arbre, &attention);

recherche et au besoin crée un noeud portanié ladiquée, dans drbre indiqué. Au retourattentionest vrai si cette
opération a augmenté la hauteur de I'arbre (ibpac lieu d’examiner I'état d’équilibre de sa ragin
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void rechinsertion(CLE x, POINTEUR *p, int *attenti on)
{
int c;
POINTEUR p1, p2;

if (*p == NULL)
{

*p = noeud(x, 0, NULL, NULL);
*attention = 1,
}
else
if ((c = COMPAR(X, (*p)->cle)) == 0)
{

EXPLOITER(*p)
*attention = 0;
}
else
if c<0)

rechinsertion(x, &(*p)->fg, attention);

if (*attention)
if ((*p)->bal == 0)
(*p)->bal = -1;
else
if ((*p)->bal > 0)

{
(*p)->bal = 0;
*attention = 0;

}

else

{

pl = (*p)->fg;

if (p1->bal < 0) I* type | */
{

(*p)->fg = p1->fd;
pl->fd = *p;
(*p)->bal = 0;

*p =pl;

else [* type 11 */

{
p2 = pl->fd;
pl->fd = p2->fg;
(*p)->fg = p2->fd;
p2->fg = p1,
p2->fd = *p;
if (p2->bal < 0)
pl->bal =0, (*p)->bal = 1;

else
pl->bal = -1, (*p)->bal = 0;
P =p2;
(*p)->bal = 0;
*attention = 0O; /* le probléeme est éliminé */
}
}
else
{
Cas symétrique du précédent : échangez fg etdti>, -1 et +1.
}

}

Pour finir, voici deux tranches de la vie des AVLa figure 10 montre une suite de rotations simpgbesvoquées par
l'insertion successive, dans un arbre vide, daile sle clésd, b, ¢, d, g f, g) (il s’agit justement la suite qui produit
I'arbre dégénéré de la figure 5) :
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a a b b b d d
\b a/ \C a/ \C a/ \d b/ \e b// \\f
A N A R VN A VA

Figure 10. Suite de rotations simples

La figure 11 montre une double rotation provoquéelmsertion de la cl§ dans I'arbre de la figure 1&)(:

d/l\k
b/ \f j/ \I + g
a/ \C e/ \h

Figure 11 (&) Brrrrrrrrrrerrerreeeerrereeceeeeereeeer rrrveeer

\

[ f
/ DTV
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f

/

a

/

h a

d
-
\c

"/

~

\I IO/
\
c 9
9

Figure 11 (b) ... et ... Figure 11 (c) ... hop!

3.3.B-arbres

3.3.1. Position du probleme

Comme dans les sections précédentes, nous notsssi@s a la recherche rapide d'un élément d’'uangile de clés,
chacune associée a une information, qui dépen@ggitation particuliere considérée.

Nous supposons maintenant que la taille totale eleensemble est si importante qu'il est hors destipre de le
conserver dans la mémoire primaire de I'ordinaté@e trouve donc sur une mémoire secondaire éagrgl un fichier
sur disque magnétique. Ce fichier est constite@rdgistrements, chacun pouvant étre lu (chargg ldamémoire) ou
écrit (enregistré dans le fichier) indépendammestalitres, a partir de son rang dans le fichier.

Il'y a ici une différence importante avec les peshés étudiés précédemment : jusqu’a présent, @angr ¥ite on
cherchait & optimiser I'ensemble des opérationsctfes. Or le transfert d’'un enregistrement elarenémoire
secondaire et la mémoire primaire (ce qu'on appaliex accés disque ») est tellement plus lent gaeopérations
internes, qu'il suffit de minimiser le nombre desdeansferts : tout gain de temps sur des opéstfioternes est
négligeable devant le temps requis pour un accggieli

Un premier cas simple est celui ou le problemepesé par les informations associées, non paréss clensemble des
clés est assez peu volumineux pour tenir dans faainé primaire. Il suffit alors de maintenir undlg, appeléd¢able
d’index, dans laquelle chaque clé est associée au nureéferdlegistrement la concernant. Cette tablegéste par
une des méthodes expliquées dans les sectionsdpréeé. L'accés a I'information correspondant a dlaedonnée se
fait en deux temps :

» ayant la clé, rechercher dans la table le rantadele correspondant,
» ayant son rang, transférer I'article en questiepuis ou vers le fichier.

Ici nous allons nous intéresser plutdt au cas enskmble des clés est lui-méme beaucoup trop vedimipour
pouvoir étre conservé dans la mémoire principale.
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3.3.2. B-arbres

Nous avons remarqué l'intérét des arbres binameadgiBrés. Pour trouver une clé dans un arbreit@rdiun million de
nceuds, il faut seulement une vingtaine d’accésramuds de I'arbre, puisqué®2 1. Mais si chaque accés a un
nceud implique le chargement d’un enregistrement fithhier sur disque magnétique, cela fait encaausoup trop.

Les B-arbres sont une maniére efficace, élégardaesetz simple de conserver les avantages des aduitibrés tout en

les adaptant aux caractéristiques particulieredide®rs. Bien sdr, I'idée de départ est de garifis noeuds et de leur
faire porter plus d’'une clé. Par exemple, avecriesds d’une capacité maximale de 100 clés, ubi-aontenant un

million de clés aura entre 10.000 et 20.000 ncetigew retrouver une clé il faudra 3,2 accés a agudh en moyenne,
et 3,5 dans le pire des cas.

La structure d’'un B-arbre est la généralisatiorcelée d’'unABR: a la place d’une clé et deux pointeurs, chagqeed
portek cléscy, ¢y, ... C1 etk+1 pointeurg.y, po, ... Pr1. Les clés sont triées par ordre croissant. Latparp; renvoie
a un nceud qui est la racine d’un sous-afhntenant les clésqui vérifientc < ¢ < Gjs.

Cas particuliersp.; pointe le sous-arbre des clés vérifiart ¢y etpy.; pointe le sous-arbre des clés vérifignt< ¢ (en
réalité, ces clés extrémes ont elles aussi deebariroite et a gauche, héritées du pére du noeygestion).

Les nceuds des B-arbres sont appe#&ges, chacune correspond a un enregistrement du fisbigs-jacent. Lorsque la
capacité d'une page (la valeur maximumkiiest 2\, on dit que I'on a affaire a un B-arbre de delgréL’algorithme
de manipulation que nous allons présenter gargunit

» chaque page, sauf la racine, porte au midiokes ;
e une page qui porteclés et qui n’est pas une feuille posskée filles ;
» toutes les feuilles sont au méme niveau ; dutmEn/ue de la hauteur, I'arbre est donc équilibré.

INSERTION DUNE CLE. La procédure d’insertion est responsable du riesirdes propriétés ci-dessus. Comme pour les
arbres binaires, une insertion se produit a laedliitne recherche infructueuse qui a consisté éedese le long d’'une
branche de I'arbre, jusqu’a une feuille qui a mémtue la clé cherchée n’existait pas. Deux cakaors possibles :

» La feuille en question n’est pas saturée @N) : il s’agit d’'une insertion ordinaire dans unbl&triée.

» La feuille est pleinek(= 2N). On a représenté pat'éventuel pointeur associé a la ¢lé

|
(3

Figure 12 (a) Insertion dans une page pleine

On effectue la scission de la page, qui produikgmges a moitié pleines et un élément a inséms ldapage mere :
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[l

Np=S=a

4] 2]

J

Figure 12 (b) Scission de page, début.

\
[4]

| \’
[3 2] 2] 4] 2]

albfc flg k|1 plalr|s V|w
J

Figure 12 (c) Scission de page, fin.

Dans le partage d’'une page M 2lés en deux pagesMiclés, chaque clé voyage avec son information #&sodJn
petit trafic de pointeurs a lieu, mais on vérifiséament que c’est celui qu'il faut pour que lesppiétés du B-arbre
soient vérifiées : la clé qui « s’en va » cede escdndance éventuelle a la nouvelle page, a Btothteurp., et elle
prend pour descendance la nouvelle page. Biendutsnla page mere est pleine elle aussi, altgselscindera a son
tour en deux pages a demi pleines et fera remantétément vers sa propre page meére, etc.

)
[

3] 2] 2] 2] 2] 2]

Figure 13. Scission de la racine

Page 32



Chapitre 3 Arbres particuliers

Cas patrticulier : si la page qui est pleine n'ag@snére, c’est-a-dire s'il s’agit d’'une insertidans la racine (saturée),
alors cette derniére se divise en deux et il yéatewn d’'une nouvelle racine avec une unique clfeek descendants.
Ainsi, par exemple, la figure 13 montre le résultaine scission de la racine, provoquée par l'imserde la clé dans
le B-arbre de la figure 12.

Les B-arbres ont une curieuse facon de croitresootles feuilles qui font pousser I'arbre du a¢da racine !

3.3.3. Implantation des B-arbres

Ce que nous avons appgéinteursdans les explications précédentes sont en faireleis a des enregistrements
d’'un fichier permettant I'acces relatif, c’est-aaldes nombres exprimant les rangs de ces enmgestits. L'opération
fondamentale d’'un pointeur ordinaire, 'accés avéaiable pointée, se traduira ici par un travaiblmoup plus
important, le chargement en mémoire de I'enregistrg en question. Pour ne pas entrer dans ledsddgd’acces aux
fichiers, nous supposerons disposer des trois fivasi suivantes :

void charger(PAGE *adrPage, long rang);

cette fonction copie dans la page (en mémoire)tgeiparadrPagela composante du fichier ayant le rang indiqué ;
void ranger(PAGE *adrPage, long rang);

cette fonction copie la page (en mémoire) pointeagrPagesur la composante du fichier ayant le rang indiqué
long allouerPage(void);

cette fonction détermine et renvoie fgng d'un emplacement libre dans le fichier. Nous sggpons que cette
opération réussit toujours.

Nous postulerons enfin qu’une composante d'un dichie peut pas avoir le rang -1. Cette valeudtigmionc ici le
réle du pointeur impossible (NULL).

Déclarations globales.
typedef ... CLE; /* dépend de I'application */
#define N ... /* le degré du B-arbre */

typedef struct item

CLE cle;

Iong p; - . ., 7
/* autres informations associées aux clés */

.}”ITEM;
typedef struct page
{

intk;
long p_1; I* le pointeur p[-1] */
ITEM t[2 * N];
} PAGE;
#define NIL (-1)

Nous supposons posséder par ailleurs la fonction
int existe(CLE cle, PAGE *page, int *pos)

qui cherche lale indiquée dans Ipageindiquée. La fonction rend 1 si la clé s’y trou@os renvoie alors a son
indice), O si elle ne s’y trouve pagp6s renvoie alors a l'indice ou il faudrait I'insérpour respecter I'ordre) ; il s'agit
de la recherche dichotomique dans une table triée.

RECHERCHE La fonction suivante rend 1 ou 0 pour tradugrsuiccés ou I'échec de la recherche de la cleugdigans
I'arbre dont la racine est la page ayant I'adreésd@uée. Cette fonction peut s’écrire aussi semmnt de maniére
itérative ; nous en donnons une version récurgiveue de la fonction de recherche-insertion quswiare et qui, elle,
gagnera a étre récursive.

int recherche(CLE cle, long adresse)
{
PAGE A;
inti;
if (adresse == NIL)
return O;
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else

charger(&A, adresse);
if (existe(cle, &A, &i))

{
EXPLOITER(A.t[i])
return 1;

}

else
return recherche(cle,i==0? Ap_1:Atfi-1 1-p);
}

}

Remarque sur la variable.ADéclarée comme ci-dessus, c’est-a-dire locdie fanction de recherche, il existe a un
moment donné autant d’'exemplaires de la variddgie d’activations de la fonction. Il ne faut pae gela dépasse la
capacité de la mémoire principale.

Nous obtenons ainsi une limitation pour la taNleles pages, et un mode d’estimation de la valeaptad aux besoins
et possibilités d'une application particuliére. itSb la taille globale de I'ensemble des clékle degré du B-arbre.
Dans le cas le plus défavorable (les pages neresomties qu'a 50%) la hauteur de I'arbre est

_ logT 1
logN

PN

Dans la recherche-insertion d’'un élément on peairgusqu’apry activations de la fonction, chacune ayant allcaué s
propre page; une page auxiliaire est parfois négesdans le cas de l'insertion. L'encombremetsltsera donc de

en 02N x sizeof(ITEM) xJogT
logN

Nous devrons donc prendre la plus grande valel tidle queey soit inférieur ou égal a I'espace disponible. Blou
aurons ainsi la meilleure valeur fe,.

RECHERCHEINSERTION. Cette opération est assurée par deux fonctiomplEmentaires :
void rechinser(CLE cle, long adresse, int *att, ITE M *v);
cette fonction recherche et au besoin inséreléadonnée dans I'arbre dont la racine est la pagatayadresse

indiquée. Au retourtatt est vrai lorsque cette insertion a projeté « leifsaut » un item, qu'il fait insérer dans la page
mere ;*v est alors cet item ;

void inserltem(PAGE *p, ITEM u, int pos, int *att, ITEM *v);

cette fonction insére l'item, a la position indiquée pa@os dans la page (en mémoire) pointée parAu retour,*att
est vrai si cette opération a projeté vers le bautem, qu'il faut insérer dans la page metre est alors cet item.

Voici les textes de ces fonctions :
void inserltem(PAGE *, ITEM, int, int *, ITEM *);
void rechinser(CLE cle, long adresse, int *att, ITE M *v)
_E’A_GE A;
int i;
if (adresse != NIL)

charger(&A, adresse);
if (existe(cle, &A, &i))
{

EXPLOITER(A.[i])
*att = 0;
}

else
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{
rechinser(cle,i==07? A.p_1:Adt[i-1].p, at
if (*att)
inserltem(&A, *v, i, att, v);
ranger(&A, adresse);
}
}
else
{ /* un item nouveau est traité */
v->cle = COPIE(cle); [* comme un item produit p
v->p = NIL; [* la scission d'une page *
*att = 1; [* (fictive) */
}
}
void inserltem(PAGE *p, ITEM u, int pos, int *att, ITEM *v)
{
inti;
if (p->k <2 *N) [* insertion sans probléme *
for (i = p->k; i > pos; i--)
p->t[i] = p->tfi - 1];
p->t[pos] = u;
p->k++;
*att = 0;
}
else /* scission de page (aie...!) */
{
PAGE B;
long adresseB = allouerPage();
/* le fatras qui suit fait la  */
if (pos <= N) [* distribution sur deux pages
{ /* des clés en jeu */
if (pos == N)
*V =,
else
{
*v = p->t[N - 1];
for (i=N-1;i> pos; i-)
p->t[i] = p->t[i - 1];
p->t[pos] = u;
for (i=0;i <N;i++)
B.t[i] = p->t[i + NJ;
else
{
*v = p->t[N];
for i=N + 1;i < pos; i++)
B.t[i - (N + 1)] = p->t[i];
B.t[pos - (N + 1)] = u;
for (i= pos; i <2*N;i++)
B.t[i - N] = p->t[i];
}
p->k =B.k = N;
B.p_1=v->p;
v->p = adresseB;
/* on sauve la page B (A le sera */
ranger(&B, adresseB); /* par la fonction appela
*att = 1,
}
}

ar */

nte)

*/

Arbres particuliers

*/
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L'appel initial derechinserse fait de la maniére suivante (appel, éventueligrsuivi de la scission de la racine) :

long adRacine; /* rang de la page qui est */
[* la racine du B-arbre) */

void inserer(CLE cle)

{

PAGE ga;

ITEM u;

int scission;

longr;

rechinser(cle, adRacine, &scission, &u);

if (scission)

r = allouerPage();
a.p_1 = adRacine;

ak=1;

a.t[0] = u;
ranger(&a, r);
adRacine =r;
}

©oO
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4. Recherche rapide

4.1.Recherche rapide

Nous nous donnons le probléme suivant : organiser aollection d’informations, chacune associée & d@é qui
l'identifie de maniére unique, de fagon a pouveiraguver (sous-entendu : le plus vite possible)al@et I'information
qui lui est associée. Nous supposerons que lesolé des chaines de caractéres.

Dans les applications, ce probléeme apparait sows diiantes principales :

» les dispositifs de typéichier indexé ou la clé est I'accés biunivoque a une informati@aucoup plus volumi-
neuse, qui se trouve généralement dans une mésemiomdaire ;

» les dispositifs de typeictionnairg ou I'ensemble de la structure se trouve en mémncéntrale, car l'infor-
mation associée a chaque clé est peu volumineusenite : le dictionnaire que gere un compilateantenant
les identificateurs du programme en cours de catipii.

Le mécanisme réalisé doit permettre les opératienscherche, insertion et suppression d'un couplé, info). On
cherche a optimiser la recherche sans pénalisseliion. La suppression, parfois sans objetagstent optimisée.

4.1.1. Méthodes connues
RECHERCHE SEQUENTIELLE

Recherche La fonction suivante renvoie 1 ou 0 selon quealeurx figure ou non dans le tableaden éléments. En
cas de succes, la fonction range dans la variaiedge parang la valeur de I'indice de I'élément dans le tableau

int existe(CLE x, CLE t[], int n, int *rang)
{
inti;
for(i=0;i<n;i++)
if (COMPARC(t[i], X) == 0)
{

*rang = i;
return 1,
}

return O;

}

Recherche avec insertion

if (existe(x, t, n, &position))
EXPLOITER(table[position])
else
t[n++] = COPIE(x);

N.B. Le typeCLE et la fonctionCOMPARsont jumelés. La fonctioBOPIERdépend en plus de la nature du tableau
Exemple (trés critiquable, car pour bien fairaildrait tester la réussite de I'appelndalloc) :

typedef char *CLE;
#define COMPAR(a, b) strcmp(a, b)

#define COPIE(x) strcpy(malloc(strlen(x) + 1), x)

Codt moyen

Structures de données.docx (impression: 05/03/2014 10:50:00)
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n
o d’'une recherche : —
2

e duneinsertion: 1 (autantdire : rien)
RECHERCHE DICHOTOMIQUE

Principe : le tableau est trié ; a chaque étapée diécoupe en deux moitiés et, en comparant Euvaherchée avec la
valeur de I'élément médian, on élimine celle dasxdmoitiés qui ne peut pas contenir la valeur dinéec

La fonction suivante renvoie 1 ou 0 selon que lawax figure ou non dans le tableau ttiden éléments. La variable
pointée parang est affectée par le rang de I'’élément cherchée siernier existe dans le tableau, sinon ellefésttae
par le rang ou il faudra rangesi on veut l'insérer en conservant le tableau:trié

int existe(CLE x, CLE t[], int n, int *rang)

inti, j, k;
i=0;
j=n-1; [* assertion: que x soit présent o u absent */
while (i <=) [* son rang r vérifie: i <=r <= j+1 %
k=(i+))/2;
if (COMPAR(X, t[k]) <= 0)
j=k-1,
else
i=k+1;
}
[*ici,enoutre: i=j+ 1%
*rang = i;
return i < n && COMPAR({[i], x) == 0;
}

Recherche avec insertion :

if (existe(x, t, n, &position))
EXPLOITER(table[position])
else

{

for (i = n; i > position; i--)
tli] = t[i - 1;

t[position] = COPIE(x);

n++;

}
Codt moyen
» d'une recherche : lgg

. . n
e d’une insertion : 5

En conclusion, la recherche dichotomique est ugelkente méthode de recherche, mais les insertiofient cher.
ARBRE BINAIRE DE RECHERCHEARBRE AVL

Les arbres binaires de recherche offrent I'effigadie la recherche dichotomique (du moins si I'eend soin de les
garder équilibrés, comme I8&/L) sans le codt de I'insertion dans un tableau andohes AVL font I'objet du § 3.2.

ARBRE LEXICOGRAPHIQUE

Citons, pour mémoire, I'arbre lexicographique dépeké au § 2.5.1. Son principal avantage réside Bafait qu'une
recherche prend un temps qui ne dépend que dadadar de la clé, non du nombre de clés.

Exemple (théorique) : avec des clés longues de&iEaes, si on suppose que pour chaque caratiéee choix en
moyenne, on pourra géret 6~ 1,7 millions) clés, alors qu’une rechercheune insertion moyenne ne nécessitera que
3 x 8 = 24 opérations.
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L'inconvénient majeur de l'arbre lexicographique és sur-encombrement créé par l'information deviser (les
pointeursfils etfrere). Ainsi, la partie « solitaire » d’'un mot, c’eéstdire les caractéres qui ne sont pas partagés avec
d’autres mots, occupe au moins neuf octets parcam Selon la nature de I'ensemble de clés mbepu cette
dépense peut se révéler prohibitive.

4.1.2.  Adressage dispersé (hash-code)

Les méthodes de la famillehash-code», ou adressage disperséont les plus employées, car elles dépassent en
efficacité toutes les précédentes.

L'idée de base est la suivante : pour trouver ué&année dans un tableau on ne fait pagecieerche mais uncalcul
a partir de la clé, beaucoup plus rapide.

Si C est I'ensemble des clés possibles, djsi. Ty.; est le tableau contenant les clés effectivesgatiosne donc une
fonction, a évaluation peu onéreuse :

h:C - {0,1,...N-1}
et on espére (c’est une utopie) que:
pour toute clé effective, I'emplacement de estTy

Bien entendu, I'idéal serait d’avoir une fonctibrbijective (i.e.h atteint tous les indices du tableau, et a deus clé
différentesh associe des indices différents). Cela est implesgparce que I'ensemble des clés effectives rsious-
ensemble peu connu, voire tout a fait inconnu, eéesemble des clés possibles, qui est souvent giggne. On se
contente donc de fonctions qu’on pourrait appelbijectives avec des ratés », et on met en placaéocanisme pour
prendre en charge les «ratés », qu'on appellecdiisions Il y a collision lorsque la fonctioh donne la méme
valeur pour deux clés distinctesetc,:

C1 h

N\
CZM

Figure 1. Une collision

Le premier travail, dans la mise en place d'un ak#fif d’adressage dispersé, est donc le choix el'tonction
d’'adressagb: C — {0,1,...N-1}. A cette fonction on demande essentiellentenposséder deux qualités :

» étre facile a calculer, car nous voulons une pdgirapide ;

» étre uniforme : la probabilité pour gbhéc) soit égale & doit étre la méme pour toutes les valeuss\0< N-1,
c’est-a-dire il ne faut pas qu'a certains endrdisla table se produisent de nombreuses collistanslis qu'a
d’autres endroits des cases restent libres.

Trouver une bonne fonction d’adressage est un enobldifficile, qu’on résout souvent empiriquemean:choisit une
fonction, et on « espionne » le fonctionnement glalu systeme durant quelque temps. On améliofenietion, on
espionne de nouveau, et ainsi de suite. En cutr&it confiance aux recettes transmises parrieeas, comme :

» c'est mieux sN, la taille de la table, est un nombre premier aeoun cad ne doit étre une puissance de 2 ;

» les fonctions de la formg(c) = hy(c) modN (c’est le cas de la plupart des fonctions) soatidint meilleures que
hy fournit des valeurs trés grandes.

Exemples de fonctions d’'adressage : en supposamiejalé est une chaine de caracteres, rQtge.c,.1 :
hy(c) = (co - 'A) modN

Attention, h; est une trés mauvaise fonction, car elle n'esupésrme. En voici une meilleure : elle consiatprendre
un mot comme I'écriture d’un nombre en base 26suiil y a 26 lettres)

ha(C) = (Co + C1 X 26 +Cp x 26 + ... +¢; x 26°) modN
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Remarque Les fonctions du style de sont utilisées trés fréiquemment. Elles justiflentonseil « la taille de la table
doit étre un nombre premier ». Imaginez Qlsoit égal a 26 h, devient analogue I& ! Si N n’est pas 26 mais possede
des diviseurs communs avec 26, certains termeslgundme ci-dessus seront systématiqguement nula, répartition
des valeurs fournies par la fonction ne sera pasugiiforme. Prendr premier est un moyen d’écarter ces défauts.

CHAINAGE EXTERNE

Intéressons-nous maintenant a la résolution desioak. Il existe principalement deux maniéresstjeprendre : le
chainage externet lechainage internéouchainage ouve)t

Dans le chainage externe la fonctiom’adressage ne sert pas a adresser une tablégjen@is une table de listes
chainées, chacune constituée des clés pour lessjuétiurnit la méme valeur.

Cy h

N\
. N 2 Cs |%Cl |%C4 |%Cz ’905

Figure 2. Chainage externe
La recherche ou l'insertion d'un élément se fontlenx temps :
« utilisation de la fonction d’adressage pour obitentéte de la liste susceptible de conteniléarecherchée ;
» parcours séquentiel de cette liste en recherdhahé en question.
Les programmes correspondants sont laissés aulectire d’exercice.

Cette méthode convient particulierement aux ensesntstes dynamiques, avec de nombreuses inserticsigpres-
sions, notamment lorsqu’il est difficile ou impdssi d’estimer & I'avance le nombre de clés qu'idiea mémoriser.
Dans cette optique, le chainage externe, que naus grésenté en parlant cldlisions (le mot collision suggere I'idée
d'un événement exceptionnel, un «raté » de la timmcd'adressage) apparait plutdt comme une méthiele
partitionnementes clés : étant donnée une clé, un moyen rajidenctionh, détermine le compartiment susceptible
de la contenir, dans lequel on fait une recherélggientielle. Ici, la collision de deux clés signgimplement qu’elles
habitent dans le méme compartiment et n’a rienadptonnel.

CHAINAGE INTERNE

Le chalnage interne, au contraire, suppose qu'diaeance une bonne connaissance du nombre deguilégront a
gérer, et qu'on a décidé de les ranger dans uadalpossédant une taille suffisante pour les lagges. On ne veut
donc pas payer le sur-encombrement di aux pointlegdistes chainées. Ici, I'adressage dispeitséuesomme un
substitut de l'indexation, et les collisions comdes accidents regrettables qu'une meilleure fonadi@dressage et
une meilleure connaissance de I'ensemble des atégeat pu éviter.

Le principe du chainage interne est le suivant :

» les cases du tableau adressé par la fonctiomefadge sont occupées par les clés elles-mémesisté une
valeur de clé conventionnelle pour indiquer qu’aasee est libre (nous la noterdiBRE) ;

» recherche : lorsque la fonctidn appliquée a une ck&, donne I'indiceh(c,) d’'une case occupée par une autre
clé, on parcourt le tableau a partirtde;). Cette recherche s’arréte dés la rencontre

- d’'une case contenant la dg qui signifie le succés de la recherche,
- d’'une case libre, qui signifie I'échec de la rexne ;
* insertion : comme la recherche, en s’arrétantalésncontre
- d'une case contenact (I'insertion est refusée, puisqu’'on ne veut pasiaigblon),
- d'une case libre: la clé est insérée a cet endroit

Bien entendu, le tableau est parcouru circulairémknpremiére case suit logiquement la derni@e.plus, on fait en
sorte qu'il y ait constamment au moins une cage lilans le tableau.
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¢, —Nh

v e
c,—Ah C

Ca

C2

Cs
LIBRE

Figure 3. Chainage interne
Recherche :
typedef char *CLE;
#define N 101
CLE t[N];

#define LIBRE ~ NULL
#define SUIVANT() (((i) + 1) % N)

static int hash(CLE s)

intr=0;
while (*s 1= 0)
r=(26*r+ (*s++-'A")) % N;
return r;
}
int recherche(CLE cle)
{
int h;
h = hash(cle);

while (t[h] = LIBRE && COMPAR(t[h], cle) != 0)
h = SUIVANT(h);

return tfh] '=LIBRE ? h : -1;

}

L'insertion n’est pas tres différente de la recherc

void insertion(CLE cle)

{

int h;

if (nbre_elements >= N - 1)
erreurFatale(TABLE_PLEINE);

h = hash(cle);

while (t[h] != LIBRE && COMPAR(t[h], cle) != 0)
h = SUIVANT(h);

if (t[h] != LIBRE)
erreurFatale(CLE_DEJA_INSEREE);

t[h] = COPIE(cle);

nbre_elements++;

}

La suppression requiert quelques précautions. Rous en convaincre, imaginons que la clé d'indidgoyez la
figure 4) doive étre supprimée, et considéronsléadiindice p qui se trouve apreB alors que son hash-codhg
correspond a une case qui se trouve dekantSi, pour supprimer la clé d’'indide nous nous contentions de la
remplacer par la valeurIBRE, nous mettrions la table dans un état incohérans dequel la clé d’indice serait
devenue inaccessible : sa recherche commencéaaitede d'indicéd, et serait arrétée par la case libre d'indice
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LIBREK—

le probléme est po
par les clés qui
habitent par ici
alors que
leur hash-code
tombe par la—

LIBRE

Figure 4. Chainage interne: suppression d’'une clé

Pour éviter cette incohérence, le programme dersspjpn passe en revue toutes les clés qui smitsaisceptibles de
devenir inaccessibles. Ce sont les clés (cf. 6@)r:

* qui se trouvent entre la case d'inditet la premiére case vide apres celle-la
» dont le hash-code renvoie a une case qui sedrentre la derniére case vide devant la bastda casé.

Nous utilisons la pseudo-fonctid?®OMPRIS_ENTRE(a, b, @our caractériser le fait que I'indiegeest compris entre
les indiced etc en tenant compte du fait que le tableau est @eul

#define SUIVANT() ((()) + 1) % N)

#define PRECEDENT(i) (((i) + (N - 1)) % N)

#define COMPRIS_ENTRE(a, b, c) \
(b<c&&(b<=a&&a<=cq)|l \
(c<bé&&(a<=cl|lb<=2a)))

Nous avons le programme :

void suppression(CLE cle)

{

int h, b, p, hp;

h = hash(cle);

while (t[h] != LIBRE && COMPAR(t[h], cle) = 0)
h = SUIVANT(h);

if (t(h] == LIBRE)
erreurFatale(CLE_ABSENTE);
b=h;

while (t[b] != LIBRE)
b = PRECEDENT(b);
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for (;;)
{
t[h] = LIBRE;
for (p = SUIVANT(h);; p = SUIVANT(p))

{
if (t[p] == LIBRE)
return;
hp = hash(t[p]);
if (COMPRIS_ENTRE(hp, b, h))

{
tfh] = t[p];

h=p;
break;
}
}
}
}
REHACHAGE.

Un risque majeur, dans les dispositifs de chaiiatgene, est le danger d’entrelacement des listesotlisions. Avec
le programme précédent si, par un défaut de latiifomd’adressage, les clés ont tendance a se nggran une région
du tableau, notre maniére de résoudre les colBstargmentera encore cet effet d’entassement. dtérag deviendra
alors inefficace, car les accés a la table se itrantupar des recherches de plus en plus séquestiel

Une maniére de résoudre ce probléme consiste domendh méthode de « sondage », c’est-a-dire lniéna de cher-
cher la case voulue a partir de la case indiquééaganctionh.

Ce que nous avons programmeé plus haut esbielage séquentielPour en montrer I'inconvénient, imaginons que
deux clés;, etc, aient des hash-codes consécutifs= h(c,), h, = h(c,) eth, =h;+1. Les cases qui seront sondées sont

» dans larecherche dg: h;, hy+1,h+2,h+3, ...
e dans larecherche de:.ch, =h;+1,h;+2, h+3, ...

Les listes de collision correspondart,det ah, se sont entremélées : des clés qui n‘auraienht@@venir que dans la
recherche de; ou que dans celle adg sont examinées lors de la recherche,dst lors de celle de.

Une meilleure méthode estdendage quadratiqueonsistant a examiner, pour la recherche oudititn d’'une cléc,
les cases d'indices

ho = h(c), hy = (ho + 1% modN, h, = (hy + 22 modN, ... h; = (ho +i%) modN
Une méthode encore meilleure est 'adressage doobléhachageconsistant a examiner
ho = h(c), hy = (hy + u)) modN, h, = (hg + 2x u;) modN, ... h; = (hy +1i x u)) modN
ol U, est une constante donnée par une deuxiéme foritadressage :
u. =h'(c)

La fonction de réhachad®e doit respecter quelques principes simples :

+ elle doit éviter la valeur O,

» N (lataille du tableau) ef, doivent étre premiers entre eux (sinonHese décrivent pas tout le tableau),

« plus généralementy ne doit pas étre « parent&>avech, pour éviter des consanguinités susceptibles éer cr
des accumulations assez vicieuses.

10 Ce saisissant raccourci remplace de longuesfatiléi$ explications mathématiques.
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4.2. Recherche de motifs dans des chaines

Le probléme que nous étudions ici n'est pas de mé@ahare que le précédent. Il s’agit toujours ddneecher rapide-
ment une clé, mais maintenant nous ne la chercpbars dans un ensemble de clés habilement strueturéue
d’optimiser les recherches, mais au contraire damescollection d’informations élémentaires « ercwaCas typique :
la recherche d’un mot dans un texte.

On se donne un ensemiiedeux suites d’éléments & notéesM = (Mmy My ... My, 1), le motif, etC = (coC; ... Cc1), la
chaine vérifiantlc = Im, et on recherche la premiére occurrenc®dansC, c’est-a-dire le plus petit indigevérifiant

i+Im<lc
et
m = ¢ pourj =0, 1, ...Im-1.

Ce probleme se présente souvent, et sous des foumémnt aisément comprendre I'importance d’awgiralgorithme
efficace. Des exemples :

» Recherche d'informationE est 'ensemble des caractéres, et on cherche tioumane expression dans le texte
d’une encyclopédie, dans tous les fichiers d’unragur, dans toutes les pages du web, etc. ;

» Recherches en génétique = { ‘A", ‘T, ‘G’, ‘C’ } et on recherche une confyuration donnée dans une chaine
d’ADN décrite par une suite de plusieurs millionsaturrences de ces lettres ;

» Traitement de formes (images, sons.E)= {0, 1 } et on recherche une configuration bieralonnée dans une
suite de plusieurs milliards de 0 et 1.

Pour fixer les idées, nous supposerons icikjest I'ensemble des caractéres du langage de pnogadon utilisé.

4.2.1.  Algorithme naif

Un algorithme de recherche découle immédiatemeta définition donnée :

int recherche(char m[l, int Im, char c[], int Ic)
inti, j, imax =Ic - Im;

for (i = 0; i <= imax; i++)

{
for (j=0;j<Im;j++)

if (m[j] !=cfi +])

break;

if  >=1m)

return i; /* succes */
}

return -1; /* échec */

}
La complexité en moyenne de cet algorithme3¢bn x Ic).
Plusieurs méthodes permettent d’av®iflm + Ic). Elles obtiennent un tel gain en effectuant @avail préalable, une
étude du motif, avant de commencer le parcours dbdine.
4.2.2.  Automate d'états finis

La méthode consiste a construire un automate d'éitsis qui reconnait le motif donné. Le nombrep#mations est
kxIm + lc. Silc estimportant devati, cette méthode est certainement la meilleure.

Elle sera étudiée en TD.
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4.2.3.  Algorithme de Knuth, Morris et Pratt

On peut présenter cette méthode en critiquant hadé naive. Cette derniére consiste a « alighes saracteres du
motif avec ceux de la chaine a partir d’'une paositigpuis a avancer de concert, sur le motif et sghine, tant que les
caractéres correspondants coincident :

j j

\ \
|ABCDABCE |ABCDABCE |
|ABCDABCDABCE... |ABCDABCDABCE...
A M

Figure 5. Le début de la recherche Figure 6. Ecfflen appariement

Si la méthode naive est peu efficace, c’est quegjlar les caractéres correspondants ne coincidenbipae contente de
recommencer I'appariement a partir du début dufimmpirés avoir décalé d’un cran ce dernier (figlre

j j

\/ v

|ABCDABCE |ABCDABCE |
|ABCDABCDABCE... |ABCDABCDABCE...

AN N
Figure 7. Etape suivante dans la méthode naive ureig. Etape suivante dans la méthode KMP

La méthode de Knuth, Morris et Pratt part de laammue suivante : si la discordance se produit swalactere.,
c'est que les caractéres €1 ... Ciip1) de la chaine coincident avec les caractargsry ... my.;) du motif. Il devrait
donc étre possible, par une étymtéalabledu motif, de « précalculer » une fois pour todessconduites efficaces a
adopter lorsque un appariement échoue.

En fait, dans I'algorithme de KMP on arrive a nmgas reculer 'indice sur la chaine, comme le montre la figure 8, en
calculant au préalable dans une tahlevant pour chaque caractére du motif, la valeur a doar&éndicej lorsqu’une
discordance se produit sur ce caractére.

Pour le motif « ABCDABCE », le tableawivantest :

ABCDABCE
-10000123

Dans I'exemple de la figure 6, la discordance gestiuite pouf = 7, etsuivanf7] = 3 ; d’ou I'état de la figure 8.

La fonction de recherche peut s’écrire ainsi :

int recherche_KMP(char m[], int Im, char cf], int | c, int suivant[])

{
inti, j;
for(i=j=0;j<Im&&i<lc; i++, j++)

while (j >= 0 && cfi] '= m[j])

j = suivant[j];

if j ==1m)

return i - Im; /* succés */
else

return -1; /* échec */
}

La fonction qui calcule le tableawivanta partir du motif ressemble a une recherche dif ahas lui-méme :
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void initSuivant(char *m, int Im, int suivant[])

o

inti, j;
suivant[0] = -1;
=1

i=0;

while (i <Im - 1)

{

while (j >= 0 && m[i] = m[j])
j = suivant][j];

suivant[++i] = ++j;
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